数列総合問題

１　2つの等差数列、2, 6, 10, ……,190 と 8, 14, 20, ……, 200の共通項を順に並べて新しい数列を作るとき、次の問いに答えなさい。

(1)初項と末項を求めなさい。

(2)この数列の和を求めなさい。

２　次の問いに答えよ。

(1) 
[image: image1.wmf]3
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を求めよ。

(2)0と10の間にある3を分母とする既約分数の和を求めよ。

３　次の和を求めなさい。

(1) 1･n， 2･（n－1）， 3･（n－2）， ……， n･1

(2) 
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４　次の問いに答えよ。

(1)28の正の約数の総和を求めなさい。
(2)28･33の正の約数の総和を求めなさい。

５　数列{an}の初項から第n項までの和SnがSn＝n2であるとき、次の問いに答えよ。

　(1)一般項Snを求めよ。

　(2)a1a2＋a2a3＋a3a4＋……＋anan+1を求めよ。

　(3)
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を求めよ。

６ nを自然数とするとき、4n－1は3の倍数であることを、数学的帰納法によって証明しなさい。

７nを自然数とするとき、次の不等式を証明しなさい。
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８　数列
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、
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　　について次の問いに答えよ。

　(1) 
[image: image16.wmf]20

13

はこの数列の第何項か。

　(2)第100項を求めよ。

９　数列{an}の初項から第n項までの和SnがSn＝3an－2nであるとき、次の問いに答えよ。

　(1) a1を求めよ。

　(2) an+1をanの式で表せ。

　(3)一般項anを求めよ。
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１０　nが自然数のとき、次の不等式を証明せよ。

　　　a＞0、b＞0のとき　
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１１　座標平面上にy＝
[image: image19.wmf]x
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で表される直線lがある。x軸上の点Pn(an, 0)を通り、x軸に垂直な直線とlとの交点をQnとし、Qnを通り、傾きが－1の直線とx軸との交点をPn+1(an+1, 0)とする。P1(1,0)とするとき、次の問いに答えよ。

(1)anを求めよ。

(2)△Pn Qn Pn+1の面積をSnとするとき、Snを求めよ。また、
[image: image20.wmf]å
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を求めよ。

１２　 a1＝2、 an＋1＝2an2で定められた数列について、次の問いに答えよ。

　　(1)bn＝log2 an とおいて、 bnとbn+1の関係式を表せ。

　　(2)数列{an}の一般項を求めよ。

解答・解説

１　2つの等差数列、2, 6, 10, ……,190 と 8, 14, 20, ……, 200の共通項を順に並べて新しい数列を作るとき、次の問いに答えなさい。
(1)初項と末項を求めなさい。

(2)この数列の和を求めなさい。

(1)初項は14
　1つめの数列の公差は4、2つめの数列の公差は6なので、

　共通項の数列は公差12の等差数列になる。
　一般項は14＋12×(n－1)＝12n＋2
　末項は190を越えないはずなので、
　12n＋2≦190

　　12n≦188

　　　n≦
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　よって、末項は第15項となり、a15＝12×15＋2＝182
(2)初項14、公差、12、項数15、末項182の等差数列の和は
　Sn＝
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２　次の問いに答えよ。

(1) 
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を求めよ。

(2)0と10の間にある3を分母とする既約分数の和を求めよ。

(1)初項
[image: image26.wmf]3
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、公差
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、項数30、末項
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　Sn＝
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(2)既約分数とは約分できない分数のこと。
　実際に書き出すと、　
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　約分ができるのは整数になるので、
　[既約分数の和]＝[
[image: image38.wmf]3
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から
[image: image39.wmf]3
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までの和]－[1～10までの自然数の和]
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３　次の和を求めなさい。
(1) 1･n， 2･（n－1）， 3･（n－2）， ……， n･1
(2) 
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(1)左側は初項1、公差1の等差数列なので、第k項はk
　右側は初項n、公差－1の等差数列なので第k項はn－1×(k－1)＝n－k＋1
　よって、与えられた数列の一般項はk(n－k＋1)
　和は
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(2)第n項の分母は1＋2＋3＋…＋n＝
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　第n項は
[image: image56.wmf])

1

(

2

1

1

+

n

n

＝
[image: image57.wmf]2

2

)

1

(

2

1

1

´

+

n

n

＝
[image: image58.wmf])

1

(

2

+

n

n


　これを部分分数に分解すると
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　よって和は
　
[image: image62.wmf]å

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

n

k

k

k

1

1

1

1

2

＝
[image: image63.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

+

-

+

-

1

1

1

3

1

2

1

2

1

1

1

2

n

n

･･･＋�

＝
[image: image64.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

1

1

1

2

n

＝
[image: image65.wmf]1

1

1

2

+

-

+

´

n

n

＝
[image: image66.wmf]1

2

+

n

n


４　次の問いに答えよ。
(1)28の正の約数の総和を求めなさい。
(2)28･33の正の約数の総和を求めなさい。
(1)の約数は20、21、22、23、…、28なので、

　和は初項1、公比2、項数9の等比数列の和となり、
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(2) 28･33の約数は
30×20、30×21、30×22、30×23、…、30×28→和は30×(20＋21＋22＋…＋28)

31×20、31×21、31×22、31×23、…、31×28→和は31×(20＋21＋22＋…＋28)

32×20、32×21、32×22、32×23、…、32×28→和は32×(20＋21＋22＋…＋28)

33×20、33×21、33×22、33×23、…、33×28→和は33×(20＋21＋22＋…＋28)

よって、

(30＋31＋32＋33)×(20＋21＋22＋…＋28)

＝[初項1、公比3、項数4の等比数列の和]×[初項1、公比2、項数9の等比数列の和]
＝
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５　数列{an}の初項から第n項までの和SnがSn＝n2であるとき、次の問いに答えよ。
　(1)一般項Snを求めよ。

　(2)a1a2＋a2a3＋a3a4＋……＋anan+1を求めよ。

　(3)
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を求めよ。
(1)　Sn＝n2、Sn－1＝(n－1)2の左辺どうし、右辺どうしを引くと、
　　　　　Sn－Sn－1
＝n2－(n－1)2
　　　　　　　　　an
＝2n－1

(2) an＝2n－1より、an+1＝2(n＋1)－1＝2n＋1

　求める式をΣで表すと、
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(3) 
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６ nを自然数とするとき、4n－1は3の倍数であることを、数学的帰納法によって証明しなさい。

「4n－1は3の倍数である」という命題を(ア)と置く。

(Ⅰ)n＝1のとき、

　4n－1＝4－1＝3　となり、4n－1は3の倍数である

(Ⅱ)n＝kのとき、(ア)が成りたつとすると、

　
4k－1＝3m(mは自然数)とおくことができ、4k＝3m＋1となる。

　　ここで、4k+1－1＝4k×4－1＝4(3m＋1) －1＝12m＋3＝3(4m＋1)となり、
　　n＝k＋1のとき(ア)が成り立つ。

(Ⅰ)、(Ⅱ)から数学的帰納法により、全ての自然数nで(ア)は成り立つ。

７nを自然数とするとき、次の不等式を証明しなさい。
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証明する不等式を(ア)と置く。

(Ⅰ)n＝1のとき、

　(ア)の左辺＝1

　(ア)右辺
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　となり、(ア)は成り立つ。

(Ⅱ)n＝kのとき(ア)が成りたつと仮定すると、
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　ここで、　
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　また、
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　よって、　
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[k≧1のとき]

…(ウ)

　(イ)、(ウ)より
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　これは、(ア)がn＝k＋1のときも成り立つことを示している。

(Ⅰ)、(Ⅱ)から数学的帰納法により、全ての自然数nで(ア)は成り立つ。

８　数列
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　　について次の問いに答えよ。
　(1) 
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はこの数列の第何項か。

　(2)第100項を求めよ。

(1)　 
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　　第1群から第19群までの項数は

　　1＋2＋3＋…＋19＝
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　　第20群の13項目は190＋13＝第203項
(2)第n群までの項数は
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が100に近いnを調べる。

　　n＝10のとき
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　　n＝11のとき
[image: image120.wmf])

1

(

2

+

n

n

＝66

　　n＝12のとき
[image: image121.wmf])

1

(

2

+

n

n

＝78

　　n＝13のとき
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　　n＝14のとき
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　　これより、第100項は第14群の中にあるとわかる。

　　100－91＝9なので、　　第100項は第14群の中の9番目の項なので、
[image: image124.wmf]14

9


９　数列{an}の初項から第n項までの和SnがSn＝3an－2nであるとき、次の問いに答えよ。

　(1) a1を求めよ。

　(2) an+1をanの式で表せ。
　(3)一般項anを求めよ。

(1) Sn＝3an－2nにn＝1を代入すると、

　S1＝3a1－2

　S1とは第1項までの和、すなわちa1なので、
　a1＝3a1－2

　－2a1＝－2
　　a1＝1
(2) Sn＝3an－2nのnをn＋1とすると、
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＝3an+1－3an－2
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　　　an+1＝
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　　これらの左辺どうし、右辺どうしを引くと

　　an+2 －an+1＝
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　　よって、{ bn }の一般項は
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　　また、(ア)の式は{ bn }が{ an }の階差数列になっていることを表しているので、
　　 an ＝a1＋
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１０　nが自然数のとき、次の不等式を証明せよ。

　　　a＞0、b＞0のとき　
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証明する不等式を(ア)と置く。

(Ⅰ)n＝1のとき、

　(ア)の左辺＝
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　(ア)右辺＝
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　となり、(ア)は成り立つ。

(Ⅱ)n＝kのとき(ア)が成りたつと仮定すると、
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　　ここで、n＝k＋1の場合の左辺
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　a≧bのとき、
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≧0、a－b≧0なので(エ)の式は正または0になり、

　a＜bのとき、
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　よって、(エ)の式はa,bの値によらずに、いつも正または0となるから、

　(ウ)の式も正で、　　
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…(オ)
　(イ)、(オ)より、
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　これは(ア)がn＝k＋1のときも成り立つことを示している。

(Ⅰ)、(Ⅱ)から数学的帰納法により、全ての自然数nで(ア)は成り立つ。

１１　座標平面上にy＝
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で表される直線lがある。x軸上の点Pn(an, 0)を通り、x軸に垂直な直線とlとの交点をQnとし、Qnを通り、傾きが－1の直線とx軸との交点をPn+1(an+1, 0)とする。P1(1,0)とするとき、次の問いに答えよ。

(1)anを求めよ。

(2)△Pn Qn Pn+1の面積をSnとするとき、Snを求めよ。また、
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(1)Pn(an, 0)をy＝
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　次にQnを通り傾き－1の直線の式を求める。

　y＝－x＋bにQnを代入して
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　このグラフとx軸との交点は
　y＝0を代入して、
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よって、Pn+1(an+1, 0)は(
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(2)　Sn＝△P1Q1P2は底辺
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１２

　 a1＝2、 an＋1＝2an2で定められた数列について、次の問いに答えよ。

(1)bn＝log2 an とおいて、 bnとbn+1の関係式を表せ。

(2)数列{an}の一般項を求めよ。

(1) an＋1＝2an2の両辺を対数にする(底は2)と

　log2 an＋1＝log2(2an2)
　log2 an＋1＝log22＋log2an2
　log2 an＋1＝1＋2log2an
　log2 an＋1＝2log2an＋1
　ここで、bn＝log2 anを使って置き換えると、
　bn+1＝2 bn＋1
(2) 　bn+1＝2 bn＋1のnをn＋1に変えると

　　bn+2＝2 bn+1＋1

　左辺どうし、右辺どうしをひくと

　bn+2－ bn+1＝2 bn+1＋1－(2 bn＋1)
　bn+2－ bn+1＝2 bn+1－2 bn
　bn+2－ bn+1＝2( bn+1－ bn)
　bn+1－ bn＝cnとおくと
…(ア)
　　cn+1＝2cnとなり、cnは公比2の等比数列になっている。
　　初項c1はc1＝b2－ b1＝log2 a2 －log2 a1 ＝log2  8－log2 2＝3－1＝2

　よって、{cn}の一般項はcn＝2×2n－1＝2n　
　次に、(ア)の式はcnが数列{bn}の階差数列であることを表しているので、
　bn＝b1＋
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正の式を両辺にかけたときは、


不等号の向きは変わらない。





an＋1＝2an2に


n＝1を代入して


a2＝2a12＝2×4＝8








｛　}の中を展開





通分





�EMBED Equation ���でまとめる





通分





公式





(n＋1)はkに無関係なので定数扱い。





kについて整理





� EMBED Equation.3  ���と、


a－bは同符号
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