不等式の証明
基本：大きい辺－小さい辺＝…＝…＞0　を証明する。

テクニック①因数分解で(正の式)×(正の式)を作る。


②(文字)2があるときは平方完成を試してみる。　


③√を含む場合は(大きい辺)2－(小さい辺)2＝…＝…＞0


④絶対値記号を含む場合も(大きい辺)2－(小さい辺)2

⑤
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を見かけたら相加相乗を使う。


⑥a＋b＋c＝1など、等式で条件が与えられたときは


　c＝～とした式を代入して文字を減らしておく。


※両辺を2乗するときは、両辺とも正であることを確認する。


　　　相加平均と相乗平均の関係(a＞0、b＞0のとき)
　　　公式：
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　(等号はa＝bのときに成立)
　　　※
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を相乗平均という。


(例題1)　x＞1、y＞1のとき、xy＋1＞x＋yとなることを証明せよ。
　[証明]

　左辺－右辺
＝xy＋1－x－y



＝(x－1)(y－1)

　　ここで、x＞1、y＞1であるから、x－1＞0、y－1＞0

　　よって、(x－1)(y－1)＞0

　　したがって、xy＋1＞x＋yとなる。[証明終]


(例題2)　a2＋2b2≧2abとなることを証明しなさい。
　　　　　　また、等号が成り立つときを調べなさい。
　[証明]

　左辺－右辺
＝a2＋2b2－2ab



＝(a－b)2＋b2≧0
　したがって、a2＋2b2≧2ab
[証明終]

　等号が成立するのはa－b＝0かつb＝0のとき、
　つまりa＝b＝0のとき。

(例題3)　x＞0のとき1＋x＞
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であることを証明しなさい。
　[証明]

　(左辺)2－(右辺)2＝(1＋x)2－(
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＝1＋2x＋x2－1－2x


＝x2＞0

　よって(1＋x)2＞(
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　ここで、1＋x＞0、
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＞0なので、
　1＋x＞
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[証明終]


(例題4)　|a|＋|b|≧|a－b|を証明せよ。また、等号が成立するときを調べよ。
　　(左辺)2－(右辺)2＝(|a|＋|b|)2－|a－b|2


　＝|a|2＋2|ab|＋|b|2－(a2－2ab＋b2)



　＝a2＋2|ab|＋b2－a2＋2ab－b2


　＝2ab＋2|ab|


　＝2(ab＋|ab|)≧0
　
よって、(|a|＋|b|)2≧|a－b|2

ここで、|a|＋|b|＞0、|a－b|＞0なので、

|a|＋|b|≧|a－b|
[証明終]

　等号が成立するのは－ab＝|ab|のときつまりab≦0のとき。
(例題5)　 a＞0のとき、
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であることを証明しなさい。


また、等号が成立するときを調べなさい。
　[証明]a＞0、
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＞0なので、相加平均と相乗平均の関係より、
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[証明終]



[image: image14.wmf]a
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のとき等号が成立する。

a2＝4


a＝2(a＞0なので)

等号成立はa＝2のとき。
練習問題

(1)　x＞2、y＞2のとき、xy＋4＞2x＋2yとなることを証明しなさい。
(2)　a2＋5b2≧4abとなることを証明しなさい。

　　　　　　また、等号が成り立つときを調べなさい。

(3)*|a|－|b|≦|a+b|を証明せよ。

(4)a＞0、b＞0のとき、 
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となることを証明しなさい。

　　また、等号が成立するときを調べなさい。
(5)　a＜b、x＜yのとき、ax＋byとbx＋ayの大小を調べなさい。
(6)　a＞0、b＞0のとき、
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となることを証明しなさい。

　また、等号が成立するときを調べなさい。
(7)　a≧b≧0のとき、
[image: image17.wmf]b

a

a

b

a

-

+

>

-

2

9

を証明しなさい。

　また、等号が成立するときを調べなさい。
(8)　a＞0、b＞0のとき、 
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となることを証明しなさい。

　　また、等号が成立するときを調べなさい。
(9)a＋b＋c＝1のとき、a2＋b2＋c2≧
[image: image19.wmf]3
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となることを証明せよ。
(10)　a＞0、b＞0、c＞0のとき、(a＋b)(b＋c)(c＋a)≧8abcとなることを証明しなさい。

　また、等号が成り立つときを調べなさい。

(11)*　a2＋b2＋c2≧ab＋bc＋caとなることを証明しなさい。

(12)
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≧3|a|＋4|b|となることを証明しなさい。

(13)a＞b＞0、a＋b＝1のとき、次の数を大きい順に並べなさい。
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、2ab、a2＋b2
(14)x2－2x＋y2＋4y＋5≧0　となることを証明しなさい。
(15)*①　a≧b、x≧yのとき、
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を示しなさい。
　②　a≧b≧c、x≧y≧zのとき、
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を示しなさい。
(16)*　x＋y＋z＝
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＝1のとき、x、y、zのうち少なくとも1つは1であることを証明しなさい。



　絶対値の性質


　|x|≧x、|x|≧－x


　|x|2＝x2


　|x||y|＝|xy|
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