平行四辺形の導入
つづいて平行四辺形の証明に入ります。

平行四辺形の証明は難しいです。

何がって、発音がしにくいのが特にね。

ですが、やらないわけにはいかないので、がんばりましょう。

三角形の合同条件は５つありましたが、平行四辺形になる条件も５つです。
どんなときに平行四辺形になるかという条件です。

まずは、その５つを覚えます。覚えないと次に進めません。
平行四辺形になるための条件　

①２組の向かい合う辺がそれぞれ平行。（定義）
②２組の向かい合う辺がそれぞれ等しい。(性質＝定理)
③２組の向かい合う角がそれぞれ等しい。(性質＝定理)
④対角線がそれぞれの中点で交わる。(性質＝定理)
⑤１組の向かい合う辺が平行で等しい。
①～⑤の図もいっしょに書いておくと覚えやすいですね。

覚えたら、次に使い方ですね。
まず、①が平行四辺形の「定義」で特に重要です。
「定義」とはことばの意味を正確に表したもののこと。

つまり「２組の向かい合う辺がそれぞれ平行な四角形」を「平行四辺形」と呼ぶことに決めたのです。

ちなみに「義」とは「意味」っていう意味です。ちょっとイミフですが、たくさん使って覚えましょう。たとえば「同義」とは「同じ意味」ということです。

「平行四辺形である」ことと「２組の向かい合う辺が平行」とは同義です。

そして、次の②、③、④は定理つまり性質です。
そして①、②、③、④、⑤すべてが条件、平行四辺形になるための条件です。

まとめなおすと、
平行四辺形の定義は①だけ。

平行四辺形の性質は②、③、④。

平行四辺形の条件は①、②、③、④、⑤　です。
そして、ここからが平行四辺形の証明です。

ですが、「平行四辺形の証明」とは非常にあいまいな言葉です。

２つの意味が考えられます。

　①平行四辺形があって、それを使って、何かを証明する。

　②何か仮定が与えられていて、それをもとに平行四辺形が作れることを証明する。

もちろん、この両方とも勉強することになります。
ところで、平行四辺形になる条件を５つ覚えましたよね。

そのうちの①は、なぜとかではなく、定義として決めたことなのでいいとしても、

②～⑤だと、なぜ平行四辺形になるのでしょう？

そうです、この単元は論理的な思考をEQ \* jc2 \* "Font:ＭＳ Ｐ明朝" \* hps10 \o\ad(\s\up 9(きた),鍛)える単元なので、ただの暗記はダメです。

そこで、②～⑤だとなぜ平行四辺形になるかを念のために証明しておく必要があります。

実は平行四辺形の証明ではこの②～⑤の証明が一番難しいのです。

たとえば、②です。

「２組の向かい合う辺がそれぞれ等しい」と「平行四辺形」になるのはなぜでしょう？

「平行四辺形だから」とかダメです。全然理由になってません。

「なぜ平行四辺形なの？」と聞かれて「平行四辺形だから」とか、話になりません。

「辺が等しいから」とかもダメです。「辺が等しい」となぜ平行四辺形になるのですか？

「辺が平行だから」とかもEQ \* jc2 \* "Font:ＭＳ Ｐ明朝" \* hps10 \o\ad(\s\up 9(お),惜)しいですが、だめです。なぜ平行になるかを説明しないと。

ということで、どうしたらいいかわらないですよね。

実は、ここで使っていいのは①の定義だけなんです。

つまり、仮定をもとに①だけを使って平行四辺形になることを証明するんです。

言いかえると、「向かい合う辺がそれぞれ平行」になることを導き出せばOK。

ここで、図形の最初に習ったことを覚えているかどうかがポイントです。

「平行になる条件」って何だったでしょう。

そうですね、「錯角が等しい」か「同位角が等しい」

この２つでだけです。

つまり、「向かい合う辺が等しい」ことを出発点として「錯角が等しい」または「同位角が等しい」ことを証明するのです。
③～⑤もEQ \* jc2 \* "Font:ＭＳ Ｐ明朝" \* hps10 \o\ad(\s\up 9(どうよう),同様)に「錯角が等しい」または「同位角が等しい」ことを証明します。
ということで、平行四辺形の証明は主に３種類となります。

　(1)　平行四辺形の定義①だけを利用して、条件②～⑤を証明する。


→錯角や同位角が等しいことを利用する。

　(2)　平行四辺形が与えられていて、他の何かを証明する。

　(3)　何か仮定が与えられていて、平行四辺形ができることを証明する。

このうち(1)が難しいのですが、(1)はパターンが４つしかないので、暗記でもOKです。

ここでうれしいお知らせがひとつ。

なぜか(1)は入試にはふつうは出題されません。中間、期末にもめったに出ません。
なので、苦手な子は(1)を完全にスルーしてもいいです。

（ただし、教科書やワークなどでは問題として出題されてしまってます。

もし、学校の宿題とかで出されたらワークで同じ問題を探して、答えをまる写しで…。）
そして、さらにうれしい話がもうひとつ。

三角形の合同のときには「△ABCと△DBCで」のように、前書きが決まってましたが、

平行四辺形になる証明では前書きは書かなくてもOKです。

いきなり「仮定より　AB＝CD　…①」とかでいいんです。
さらに２つの四角形を比べたりするわけではないので、対応する順番も適当でマルです。
AB＝CDと書いても、AB＝DCと書いてもいいんです。

ただし、証明している途中に三角形の合同を言うときには、前書きも対応もきちんとしましょう。

ここまで、平行四辺形の証明の考え方や注意点を話してきました。
次からは、実際に条件の②～⑤を証明してみましょう。

平行四辺形になる条件②の証明

「四角形の２組の向かい合う辺がそれぞれ等しいとき、四角形は平行四辺形である。」
ことを証明しなさい。
[仮定]AB＝CD、BC＝DA

[結論]AB//DC、AD//BC


[証明]

線分ACをひく。
△ABCと△CDAで

仮定より、AB＝CD　…①

BC＝DA　…②

共通なので、AC＝CA　…③

①、②、③より３辺がそれぞれ等しいので、

△ABC≡△CDA

合同な三角形では対応する角が等しいので、

∠BCA＝∠DAC

錯角が等しいので、AD//BC　…④
また、∠BAC＝∠DCA　

錯角が等しいので、AB//DC　…⑤

④、⑤より、向かい合う２組の辺がそれぞれ平行なので、

四角形ABCDは平行四辺形である。

慣れないと、自力で全部を考え出すのは難しいです。
ACに補助線　→　三角形の合同　→　錯角が等しいから平行

のように、手順を暗記しておいた方がよいです。

平行四辺形になる条件③の証明

「四角形の２組の向かい合う角がそれぞれ等しいとき、
　四角形は平行四辺形である。」

　このことを証明しなさい。

[仮定]∠A＝∠C、∠B＝∠D

[結論]AB//DC、AD//BC

[証明]

ADをAの側に延長して点Eをとる。
ABCDは四角形なので、

∠BAD＋∠D＋∠C＋∠B＝360°…①

仮定より、∠BAD＝∠C　…②


∠B＝∠D　…③

②、③を①に代入すると、

∠BAD＋∠B＋∠BAD＋∠B＝360°

同類項をまとめて、２∠BAD＋２∠B＝360°
両辺を２で割って、∠BAD＋∠B＝180°…④

また、∠BAD＋∠EAB＝180°　…⑤
④、⑤より、∠EAB＝∠B　…⑥

錯角が等しいので、AD//BC　…⑦
③、⑥より、∠EAB＝∠D

同位角が等しいので、AB//DC　…⑧

⑦、⑧より、向かい合う２組の辺がそれぞれ平行なので、

四角形ABCDは平行四辺形である。

この証明も自力で全部を考え出すのは難しいです。

辺を延長　→　EQ \* jc2 \* "Font:ＭＳ Ｐゴシック" \* hps10 \o\ad(\s\up 9(となり),隣)どうしの角の和が180°　→　錯角、同位角が等しいから平行

のように、手順を暗記しておいた方がよいです。

この証明では三角形の合同は使わないので、対応する順番などは全部無視でいいです。
平行四辺形になる条件④の証明

「対角線がそれぞれの中点で交わる四角形は

　平行四辺形である。」

　このことを証明しなさい。

[仮定]AO＝CO、BO＝DO

[結論]AB//DC、AD//BC

[証明]

対角線の交点をOとする。

△ABOと△CDOで

仮定より、AO＝CO　…①


BO＝DO　…②

対頂角なので、∠AOB＝∠COD　…③

①、②、③より、2辺とその間の角がそれぞれ等しいので、

△ABO≡△CDO

合同な三角形では対応する角が等しいので、

∠BAO＝∠DCO　…④

錯角が等しいので、AB//DC　…⑤

同様に、△ADO≡△CBOより、∠ADO＝∠CBO…⑤

錯角が等しいので、AD//BC

④、⑤より、２組の向かい合う辺がそれぞれ平行なので、
四角形ABCDは平行四辺形である。


図の形からして、合同を使いそうなのがわかるので、
他のよりは証明しやすいと思います。

おおまかな手順としては、

三角形が合同　→　錯角が等しいから平行

となっています。
平行四辺形になる条件⑤の証明

「1組の向かい合う辺が等しくて平行な四角形は

　平行四辺形である。」

　このことを証明しなさい。

[仮定]AD＝BC、AD//BC
[結論]AB//DC、AD//BC
[証明]

AとCを結ぶ。

△ABCと△CDAで

仮定より、AD＝BC　…①

AD//BCで錯角が等しいから、∠BCA＝∠DAC　…②

共通なので、AC＝CA　…③

①、②、③より、2辺とその間の角がそれぞれ等しいので、

△ABC≡△CDA

合同な三角形では対応する角が等しいので、

∠BAC＝∠DCA

錯角が等しいので、AB//CD　…④

また、仮定より、AD//BC　…⑤
④、⑤より、２組の向かい合う辺がそれぞれ平行なので、

四角形ABCDは平行四辺形である。


仮定の段階で、１組の平行がわかっているので、

あと１組の平行を考えるだけなので、これもどちらかというと楽なほうです。

おおまかな手順としては、

ACに補助線　→　三角形の合同　→　錯角が等しいから平行

となっています。

「向かい合う辺」とか３回もでて


きて、書くのがタイヘンなので、


「向かい合う辺」のことを「対辺」


としてもOKです。


すると、「向かい合う角」は


「対角」ですね。





①の定義を使う。





ここの区間が三角形の合同の証明なので、この区間では対応する順番に注意
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省略してもよい





①の定義を使う。
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∠A＋∠B＋∠C＋∠D＝360°はダメ。


∠Aとしてしまうと、∠EABのことなのか、


∠BADのことなのかわからなくなる。
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①の定義を使う。





本来は、この合同もきちんと


証明するべきですが、


←のように省略してもいいです。








